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Евакуація – часто єдиний спосіб порятунку людини, що опинилася в небезпечній для життя ситуації. В теперешній час при евакуації використовуються програми моделювання руху людських потоків, які не завжди відображають реальні процеси їх переміщення. Тому актуальною проблемою є розробка моделей для моделювання руху людських потоків для різних видів НС, різних категорій руху людей та різних просторових форм їх представлення. Така проблема виникає при евакуації людей з будинків різного функціонального призначення. 
При евакуації часто люди рухаються з вантажем. При русі людей з вантажем, їх горизонтальна проекція має більш складну форму, ніж еліпс або коло, як розглянуто в роботах попередніх дослідників. Більш того на практиці часто виникає задача моделювання руху людей з урахуванням максимально-допустимих відстаней між ними.
Отримано нові квазі-phi-функції для еліпса з прямокутником з урахуванням максимально-допустимих відстаней між ними. Запропонований математичний  апарат дозволив формалізувати взаємодію об’єктів, що дало можливість побудувати обґрунтовані математичну модель, методи та алгоритми для моделювання руху людей з вантажем.
Показана можливість моделювання руху людей з допоміжними засобами з урахуванням максимально-допустимих відстаей між ними. Здійснено комп’ютерне моделювання тестового приклада руху людей  по чотирьох коридорам, в кожному з яких знаходиться по 28 чоловік із зливанням в один потік. При рівномірному розподілу трьох видів вантажу: "рюкзаків", "валіз" та"сумок на коліщатках"спостерігалось уповільнення руху близько на 4 %. Коли у половини евакуйованих є "сумки на коліщатках", які можуть віддалятися від людей на відстань витягнутої руки, спостерігалось уповільнення близько на 6 %.
Ключові слова: гетерогенні потоки людей,індивідуально-поточний рух, оптимізація за групою змінних, нелінійне програмування.

Эвакуация – часто единственный способ спасения человека, оказавшегося в опасной для жизни ситуации. В настоящее время при эвакуации используются программы моделирования движения людских потоков, которые не всегда отражают реальные процессы их перемещения. Поэтому актуальной проблемой является разработка моделей для моделирования движения людских потоков для различных видов ЧС, различных категорий движения людей и различных пространственных форм их представления. Такая проблема возникает при эвакуации людей из зданий различного функционального назначения.
При эвакуации часто люди двигаются с грузом. При движении людей с грузом, их горизонтальная проекция имеет более сложную форму, чем эллипс или круг, как рассмотрено в работах предыдущих исследователей. Более того, на практике часто возникает задача моделирования движения людей с учетом максимально допустимых расстояний между ними.
Получены новые квази-phi-функции для эллипса с прямоугольником с учетом максимально допустимых расстояний между ними. Предложенный математический аппарат позволил формализовать взаимодействие объектов, что дало возможность построить обоснованные математическую модель, методы и алгоритмы для моделирования движения людей с грузом.
Показана возможность моделирования движения людей с вспомогательными средствами с учетом максимально-допустимых расстояний между ними. Осуществлено компьютерное моделирование тестового примера движения людей по четырем коридорам, в каждом из которых находится по 28 человек, с сливом в один поток. При равномерном распределении трех видов грузов: "рюкзаков", "чемоданов" и "сумок на колесиках" наблюдалось замедление движения примерно на 4 %. Когда у половины эвакуированных используются "сумки на колесиках", которые могут удаляться от людей на расстояние вытянутой руки, наблюдалось замедление примерно на 6 %. 
Ключевые слова: гетерогенные потоки людей, индивидуально-текущее движение, оптимизация по группам переменных, нелинейное программирование

1. Вступ
Постійне зростання кількості надзвичайних ситуацій (НС) природного і техногенного характеру, в тому числі їх масштабність, робить проблему захисту населення і територій від них досить актуальною. Стихійні лиха, терористичні акти, техногенні катастрофи призводять до великої кількості смертей найчастіше тому, що люди не змогли вчасно покинути місце розвитку НС. Евакуація – часто єдиний спосіб порятунку людини, що опинилася в небезпечній для життя ситуації. Для проведення оперативно-тактичних дій по евакуації і порятунку людей з будівель створюються пожежно-рятувальні підрозділи, які, як правило, формуються згідно типу НС, яка виникає в будівлі, тобто згідно їх професійної спрямованості.На допомогу пожежно-рятувальним підрозділам в даний час приходять програмні комплекси по керованій евакуаціїз будівель, головним компонентом яких є програми моделювання людських потоків, які відображають реальні процеси їх руху. На практиці часто виникає задача моделювання руху людей з урахуванням максимально-допустимих відстаней між ними, прикладами яких можуть слугувати члени сім’ї або рятувальники одного підрозділу, які рухаються з вантажем. При русі людей з вантажем, їх горизонтальна проекція має більш складну форму, ніж еліпс або коло, як зазвичай розглядається. Тому актуальною проблемою є розробка моделей для моделювання руху людських потоків для різних видів НС, різних категорій руху людей та різних просторових форм їх представлення.

2. Аналіз літературних джерел та постановка проблеми
В проблемі, що розглядається, головними компонентами є програми моделювання руху людського потоку. Відсутні моделі індивідуально-поточного руху гетерогенних потоків людей, що не дозволяє створити програми, адекватні реальному потоку [1]. Причиною цього може бути відсутність математичного апарату аналітичного опису умов не перетинання між людьми. І, як правило, люди переміщуються з вантажем та з урахуванням максимально-допустимих відстаней між ними, що ускладнює їх просторову форму.
Слід зазначити, що задача моделювання руху людей в кожний визначений дискретний момент часу представляє собою конфігурацію розміщення об’єктів за заданими обмеженнями [2] і відноситься до класу задач геометричного проектування [3]. Основними обмеженнями в цьому класі є обмеження на взаємодію об’єктів (умови їх неперетинання).
Першим кроком в побудові аналітичного опису умов взаємного неперетину об’єктів цього класу задач став підхід, [4], який базується на використанні R-функцій. За допомогою R-функцій описували умови взаємодії простих об’єктів, наприклад кіл, але для деяких об’єктів R-функції мали складний вигляд. Подальші дослідження в напрямі аналітичного опису взаємодії об’єктів пов’язані з математичним апаратом функцій щільного розміщення (ФЩР) [5] та їх годографом (ГФЩР) [6], які дозволяли перетворити геометричну інформацію про об’єкти, що розміщуються, в інформацію про їх можливі щільні розміщення.
На базі ГФЩР розроблено методологію послідовно-одиночного розміщення для знаходження наближень до локальних екстремумів у задачах нерегулярного розміщення об’єктів [6]. Варіантом подолання труднощів по знаходженню точного розв’язку став апарат phi-функцій [7], який дозволив описувати відповідні задачі у вигляді задач нелінійного програмування та застосовувати точні методи розв’язання. Побудовані phi-функції для базових об’єктів у дво- [8] та тривимірному просторах [9]. 
У статті [10] наводиться досить повний огляд літератури, присвячений задачам розміщення еліпсів. Але поза уваги авторів залишилися питання, пов'язані з неперервними обертаннями об’єктів. Задача оптимального розміщення еліпсів, що допускають неперервні обертання, розглянута в [11]. Для аналітичного опису взаємодії об’єктів використовуються псевдонормалізовані квазі-phi-функції [12]. В роботі [13] вдалося спростити аналітичний опис відносин між еліпсами (неперетинання і розташування на мінімально допустимій відстані) з використанням запропонованої в цій роботі квазі-phi-функції. 
Метод phi-функцій, квазі-phi-функцій визнаний найбільш потужним у світі засобом аналітичного моделювання відношень між геометричними об'єктами. Він дозволяє описувати оптимізаційні задачі геметричного проектування (розкрою, упаковки, покриття та розбиття) у вигляді задач нелінійного програмування та має широке коло застосувань.Так, теорія оптимізаційного геометричного проектування [3] призначена для розв'язання ряду прикладних оптимізаційних задач упаковки [14], розбиття [15], покриття [16], покриття з трасуванням [17]. Ці задачі пов’язані зі створенням енерго- та ресурсозберігаючих технологій в пріоритетних галузях народного господарства при автоматизації та моделюванні процесів розміщення об'єктів різної фізичної природи. 
У розглянутій прикладній проблемі об'єктом розміщення (переміщення) є людина. У роботі [13] показано, що при вільній категорії руху найбільш адекватною моделлю проекції людського тіла на горизонтальну площину є еліпс. Підхід до моделювання вільного руху людей, що представлені еліпсами, розглянуто в [13]. І, як правило, люди переміщуються з вантажем. Для моделювання руху людей часто необхідно враховувати ще максимально-допустимі відстані між ними. Загальний підхід до аналітичного опису умов неперетинання об’єктів з урахуванням максимально-допустимих відстаней заложений в теорії геометричного проектування [3]. 
При моделюванні руху гетерогенних потоків людей, які евакуюються з вантажем, їх просторова форма, а відповідно і горизонтальна проекція, має більш складну форму, ніж еліпс або коло. Тому невирішеною частиною розглянутої проблеми є розробка моделей та алгоритмів моделювання руху людей з вантажем при евакуації з будівель на базі аналітичного опису взаємодії об’єктів з урахуванням їх просторових форм та максимально-допустимих відстаней між ними.

3. Мета та задачі дослідження
Метою роботи є розробка розробка моделі та алгоритму моделювання руху людей з вантажем при евакуації з будівель.  Це дасть можливість розширити коло розв’язуємих практичних задач моделювання руху людських потоків, зокрема переміщення рятувальників із засобами порятунку, хворих з допоміжними засобами переміщення, тощо.  
Для досягнення мети були поставлені такі завдання:
– побудувати математичну модель тіла людини з вантажем, отримати аналітичні вирази умов їх неперетинання з урахуванням максимально-допустимих відстаней між ними;
– побудувати математичну модель руху людей з вантажем (об'єктів складної просторової форми) з урахуванням обмежень на умови їх не перетинання та максимально-допустимих відстаней між ними; коефіцієнтів стабільності швидкості та маневреності руху;
– розробити алгоритм пошуку локально-оптимального розв’язку для задачі раціонального руху людей з вантажем на ділянці горизонтального шляху.

4. Матеріали та методи дослідження
Дослідження взаємодії геометричних об’єктів, які є основою методів моделювання їх розміщення за заданими обмеженнями та моделювання руху людей у потоці, проводились з використанням математичного апарату phi-функцій, зокрема квазі-phi-функцій [12]. 
Представимо проекцію тіла людини в задачі моделювання руху людини у вигляді об'єкта Si. Кожному об'єкту Si зіставлені параметри розміщення ui=(νi,θi), де νi=(xi, yi) – вектор трансляції об'єкта Si відносно нерухомої системи координат, а θi – кут його повороту. Позначимо через Si(ui) об’єкт Si=Si(0), який повернений на кут θi і трансльований на вектор νi. При цьому довільна точка p=p(0) об'єкта відображається в точку p(ν)=ν+M(θi)pT(0), де M(θi) – матриця оператора повороту простору на кут θi.
Розглянемо наступні відношення між об’єктами Si(ui) та Sj(uj):
– перетинання:int Si(ui)∩int Sj(uj)≠;
– торкання: int Si(ui)∩int Sj(uj)= та fr Si(ui)∩fr Sj(uj)≠;
– неперетинання Si(ui)∩Sj(uj)=;
де int(●) – топологічна внутрішність, fr(●) – границя множини(●).
Умови неперетинання двох об'єктів Si(ui) та Sj(uj), де у якості цих об'єктів будемо розглядати перелічені вище класи об'єктів, побудуємо, використовуючи поняття їх квазі-phi-функції [12].



Визначення 1. Квазі-phi-функцією  для об'єктів Si(ui) та Sj(uj) називається всюди визначена неперервна по усім змінним функція, для якої функція  є phi-функцією об'єктів Si(ui) та Sj(uj)[10]. Тут –вектор допоміжних змінних, які належать деякій підмножині U простору Rm [12]. 
Квазі-phi-функція, запропонована в статті [12], на відміну від phi-функції, залежить не тільки від параметрів розміщення вихідних об'єктів Si та Sj, а й від додаткових змінних. Розмірність простору і його вид залежить від конкретних об'єктів і умов розміщення, для моделювання яких призначена конкретна квазі-phi-функція. 


Важлива характеристика квазі-phi-функції: якщо для деякого виконується  то int Si(ui)∩int Sj(uj)= [12].
Завдяки аналітичному опису обмежень задачі переміщення людей, зокрема їх взаємодії, вдалося отримати математичну модель задачі, властивості якої дозволяють застосовувати як існуючі методи нелінійного програмування, так і здійснювати оптимізацію за групами змінних, до яких входять параметри розміщення людей. 

5. Результати дослідження моделювання руху людей з вантажем
5. 1.Математична модель тіла людини з вантажем, аналітичні вирази умов їх неперетинання
Квазі-phi-функція для еліпса та прямокутника.

Для моделювання умов взаємодії еліпса та прямокутника модифіковано квазі-phi-функцію. Нехай Ei(ui) – еліпс з піввісями ai та bi та Tj(uj) – прямокутник, який задано вершинами  (і=1, 2, 3, 4) відповідно з параметрами розміщення ui, uj. Нормалізована квазі-phi-функція для еліпса Ei(ui) та прямокутника Tj(uj) буде мати вигляд:
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де    є нормалізованою квазі-phi-функцією для еліпса Ei(ui) та півплощини D+,  – нормалізована phi-функція для об'єктів Tj(uj) та D– [18], f(x, y)=cx+dy+r=0 (c2+d2=1) – рівняння деякої прямої Lij, яка є границею двох півплощин D+ та D–.
Квазі-phi-функція для моделювання обмеження максимальної припустимої відстані еліпса та прямокутника.
Для моделювання обмежень на максимальну припустиму відстань ρij для двох об’єктів Ei(ui) і Tj(uj) вводяться додаткові змінні xij, yij, xji, yji, де tij=(xij, yij) і tji=(xji, yji) ‑ точки, що належать об’єктам Ei(ui) і Tj(uj) відповідно (рис. 1). 
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Рис. 1. Побудова квазі-phi-функції для моделювання обмежень на максимальну припустиму відстань для двох об’єктів: а – відстань ρij менша за максимально припустиму відстань δij; б – обмеження на максимальну припустиму відстань між об’єктами виконується з запасом; в – відстань між об’єктами дорівнює δij
 

Якщо відстань  менша за максимально припустиму відстань δij (рис. 1, а) або у деяких ситуаціях виконується з запасом (рис. 1, б), обмеження на максимальну припустиму відстань між об’єктами виконується з запасом (об’єкти можуть навіть перетинатися). На рис. 1, в зображено розміщення об’єктів, при якому відстань між об’єктами дорівнює δij.
Таким чином, квазі-phi-функція для моделювання обмежень на максимально припустиму відстань для двох об’єктів Ei(ui) і Tj(uj) може бути сформульована наступним чином:
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де   ‑ функції належності точок tij=(xij, yij) і tji=(xji, yji) об’єктам Ei(ui) і Tj(uj) відповідно,  δ=δij.
Функція належності точки об’єкту – функція, що залежить від параметрів розміщення об’єкту і координат точки. Ця функція позитивна, коли точка належить  об’єкту, дорівнює нулю, коли точка знаходиться на границі об’єкта і негативна, коли точка не належить об’єкту.


Зауважимо, що функція  являє собою псевдонормалізовану phi-функцію для моделювання максимально допустимих відстаней між еліпсами, і  де dist(υ1, υ2) – евклідова відстань між точками υ1 і υ2
Слід визначити, що при моделюванні руху людей відсутня необхідність моделювання обмежень з точністю, що потрібна при розв’язанні задач розміщення, що виникають у промисловості. При великій вимірності задач значно зростають витрати обчислювальних ресурсів, що потрібні на їх розв’язання. Тому при моделювання руху людей в роботі пропонується використовувати деякі апроксимуючі процедури. Як приклад, наведемо наближений спосіб побудови умов неперетинання еліпса та прямокутника з урахуванням максимально-припустимих відстаней.



Нехай задано еліпс Ei(ui) з піввісями ai, bi та прямокутник Tj(uj), який задано вершинами  (і=1, 2, 3, 4) відповідно з параметрами розміщення ui, uj. Слід зазначити, що функція (2) потребує введення чотирьох допоміжних змінних. Побудуємо еліпс  з піввісями ai+δ, bi+δ, (рис. 2) (далі позначимо через δ максимально-допустиму відстань між Ei(ui) та Tj(uj). Доведено [6], що еліпс  являє собою зовнішню δ-апроксимацію еліпса Ei(ui).
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Рис. 2. Побудова наближених квазі-phi-функцій та phi-функції для моделювання обмежень на максимальну припустиму відстань для двох об’єктів: а – квазі-phi-функція залежить від додаткових змінних tji=(xji, yji); б – квазі-phi-функцій залежить від однієї додаткової змінної λji: в – phi-функція потребує введення чотирьох точок (восьми допоміжних змінних)

Тоді наближена квазі-phi-функця для моделювання максимально припустимих відстаней між об’єктами Ei(ui) і Tj(uj), що залежить від двох додаткових змінних, може бути сформульована у вигляді (рис. 2, а)
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де  – функція належності точки tji об’єкту ,  – функція належності точки tj об’єкту Tj(uj). Ця функція будується в припущенні, що прямокутник (вантаж) розміщуються до людини довшою із сторін.

Хай точка tji не є незалежною і обчислюється за формулою  (рис. 2, б). Тоді наближена квазі-phi-функця для моделювання максимально припустимих відстаней між об’єктами Ei(ui) і Tj(uj), що залежить від однієї додаткової змінної λji, може бути сформульована у вигляді
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при обмеженні 0≤λji≤1.
Слід відзначити, що функції (2)–(4) забезпечують тільки виконання обмежень на максимально припустимі відстані між парою об’єктів. Для виконання умов не перетинання необхідно використовувати відповідні квазі-phi-функції зі своїм набором допоміжних змінних, тобто функція (2) потребує введення чотирьох точок (рис. 2, в) або восьми допоміжних змінних.
Наближена phi-функція 


		(5)

cлужить водночас описом умов неперетину об’єктів та обмежень на максимальні припустимі відстані. Обмеження на використання такої функції – габаритні розміри прямокутника мають бути меншими ніж габаритні розміри еліпса.
Таким чином, розширення аналітичного опису умов взаємодії об’єктів за рахунок урахуванням максимально-допустимих відстаней дозволяє розширити коло практичних задач, що розв’язується. Зокрема, з’явилася можливість моделювати переміщення людей з вантажем з максимальною відстанню між ними. Прикладами можуть слугувати рятувальники з засобами порятунку, люди з допоміжними засобами переміщення та з урахуванням їх розподілу по групам.

5. 2. Побудува математичної моделі руху людей з вантажем за заданими обмеженнями 



Шлях руху ділиться на області Ωm, пронумеровані, відповідно, 1,2, …, m і обмежені роздільниками A1, A2, …, Am+1. Кожна область характеризується своїм законом формування основного напрямку руху. Розглянуто області з прямолінійним рухом. У цих областях переміщення з точки, яка аналізується, наводиться у вигляді вектора, що з'єднує дану точку з точкою на відповідному роздільнику (з урахуванням коефіцієнта гомотетії). Припустимо, що на k-ій ітерації (із заданим часовим інтервалом ∆t, наприклад, 1 с) в області евакуації Ωm знаходиться Nk людей з вантажем. Позначимо множину людей у вигляді множини S’={E1, E2, …, Ei, …, ENk}, а, відповідно, їх вантажі – S”={T1, T2, …, Tj, …, TNk}. Множину послідовних пар об’єктів (еліпсів та прямокутників) позначимо H={H1, H2, …, Hi, …, HNk}={Ei,Tj}2Nk. Об’єкт Hi представляється об’єднанням еліпса (горизонтальної проекції тіла людини) та прямокутника (вантажа). Еліпс задається розмірами півосей (ai, bi), має параметри розміщення ui=(xi, yi, θi), i=1, 2, …, Nk, де (xi, yi)– координати розміщення початку локальної системи координат (поточної точка), θi – кут повороту i-го еліпса Ei. Прямокутник Tj задається вершинами  (і=1, 2, 3, 4)відповідно з параметрами (xj, yj) та θi. Розглядаються обмеження на габаритні розміри прямокутника, вони повинні бути меншими ніж габаритні розміри еліпса, та на максимально-допустимі відстані між еліпсом та прямокутником δij. Зазначимо також, що велика піввісь еліпса перпендикулярна до напрямку руху, а кут повороту θi еліпса Ei визначається між перпендикуляром до великої півосі й вектором основного напрямку руху. Об'єкту Ei приписані також характеристики швидкості νki (у метрах за секунду) і маневреності mki, mki<1 (у метрах). Для кожної поточної точки з координатами gi(xi, yi) (координатами розміщення людини) визначається вектор швидкості  Вектор швидкості залежить від локальної швидкості потока і визначається згідно експериментальним даним [19]. Ця величина є середньостатистичною. Але кожна людина, виходячи із своїх фізичних даних, має свою швидкість руху, яка корегується коефіцієнтом стабільності швидкості k1i[0, 1]. Стабільність швидкості задає готовність індивіда тимчасово прискорюватися, тобто йти на “обгін” для займання кращої позиції для переміщення. Розглянемо маневреність кожної людини, тобто можливість відхилятися від основного напрямку руху. Середнє статистична маневреність також корегується для кожної людини коефіцієнтом маневреності k2i[0, 1]. Таким чином, кожний об'єкт Hi характеризується швидкістю  (в метрах в секунду) і маневреністю –k2imi≤zi≤k2imi, |mi|≤1 (в метрах). Тоді математична модель підзадачі на k-ій ітерації може бути сформульована у вигляді пошуку максимуму сукупного руху людей, що знаходяться в області евакуації [13], з урахуванням умов неперетнання складних об’єктів (та з урахування максимально-допустимих відстаней між людиною та вантажем), умов їх розміщення в області Ωm, коефіцієнтів стабільності швидкості і маневреності. Тобто необхідно найти:
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де ∆ti – відносний крок в часі руху i-ої людини;  – кут повороту еліпса в точці: квазі-phi-функції (8), які можуть бути описаними наближено у вигляді (3)–(5); (9) – умови взаємного не перетинання об’єктів можуть бути представленими виразом (1); (10) – умови розміщення в області Ωm описуються phi-функціями, що розглянуті в [13]; (11) – обмеження на інтервал часу та на манеиренність руху.
Задачі умовної оптимізації (6)–(11) відноситься до складу NP-складних. Область допустимих розв’язків Wk має складну структуру: це, взагалі кажучи, незв’язна множина, кожна компонента зв'язності якої є багатозв’язною.

5. 3. Алгоритм пошуку локально-оптимального розв’язку задачі 
Згідно властивостей математичної моделі запропоновано алгоритм моделювання руху людей з вантажем з оптимізацією за групами змінних, до яких входять параметри розміщення людей. 
Алгоритм:
Крок 1. Евакуаційна зона представлена у вигляді графа. Ребра – відрізки коридорів, вершини – перехрестя і точки "склеювання" відрізків (коридорів).
Крок 2. Для кожного сегмента евакуаційної зони визначається напрямок переважного руху.
Крок 3. В зоні евакуації формується сітка з досить дрібним кроком для визначення щільності потоку.
Крок 4. Люди, що представляються еліпсами, сортуються згідно збільшення відстані до виходу.
Крок 5. Для кожного з людей для координат положення центру та кута повороту визначаються швидкість переміщення, яка корегується згідно коефіцієнта стабільності швидкості.
Крок 6. Кут повороту кожного із об’єктів визначається згідно середньостатистичної маневреності індивіда та індивідуального коефіцієнта маневреності.
Крок 7. Визначається область допустимих розв’язків, яка описується умовами неперетину складних об’єктів (еліпса та прямокутника) з урахуванням максимально-допустимих відстаней між їх складовими таумовами їх розміщення в сегменті.
Крок 8. Обчислюються раціональні параметри розміщення складних об’єктів в області допустимих розв’язків, які дозволяють в обрану одиницю часу здійснювати максимальне сукупне переміщення людей з вантажем.
Як приклад, здійснено комп’ютерне моделювання руху людей з вантажем за допомогою комплексу програм, що написаний мовою С++ у середовищі Visual C.
На рис. 3 представлено фрагмент евакуації людей по трьом коридорам із злиттям потоку людей в основному коридорі. Люди апроксимуються еліпсами, розміри яких задаються розмірами іх піввісей. Велика піввісь кожного еліпса перпендикулярна до основного напрямку руху. Можливі повороти еліпсів в рамках кутів маневреності.
Частина людей має вантаж, який знаходиться в "рюкзаках" і "валізах", що представляються прямокутниками, які задані довжиною та шириною. "Валізи" можуть частково перетинатися з еліпсами в районі плечей людини, так як знаходяться нижче. Частина людей переміщує вантаж за допомогою "сумок на коліщатках", при цьому сумки, що задаються прямокутниками, можуть віддалятися від людини на відстань "витянутої руки", яка задає максимально-допустимі відстані між людиною та "сумкою". При цьому "рюкзаки" і "сумки на коліщатках" можуть перетинатися, так як знаходяться на різній висоті. 
Швидкість руху людей змінюється в залежності від зміни локальної швидкості потоку, Розглянуто випадок, коли середня швидкість переміщення людини з багажем збігається із середньою швидкістю переміщення без багажу (враховується тільки вплив геометричних обмежень).

[image: C:\Users\vkomyak\Desktop\MovingBags.png]
а

[image: C:\Users\vkomyak\Desktop\MovingBags1.png]
б

Рис. 3. Фрагменти розміщення людей з вантажем в деякий фіксований час руху: а – при русі людей по трьох коридорах з виходом в основний; б – в околі другого коридору

Здійснено комп’ютерне моделювання руху потоку людей, які рухаються по чотирьох коридорам, в кожному з яких знаходиться по 28 чол., і вливаються в один (тестовий приклад з [19]). Час руху, коли люди переміщуються без вантажа, складає 98 с [13]. При наявності "сумок на коліщатках" у половини евакуйованих спостерігалось уповільнення близько на 6 %, а при рівномірному розподілу трьох видів вантажу – близько на 4 %.

6. Обговорення результатів, отриманих реалізацією розроблених математичних моделей, і їх практичного використання
В задачах геометричного проектування, зокрема при моделюванні руху гетерогенних потоків людей одним з ключових моментів є аналітичний опис умов їх взаємного не перетинання. В роботі модифіковано квазі-phi-функції для умов неперетинання еліпса та прямокутника (1) на базі яких побудована квазі-phi-функція для еліпса з прямокутником (рис. 1) з урахуванням максимально-допустимих відстаней між ними, це відповідно вирази (2) Вираз (2), який є розвитком квазі-phi-функції (1), є основою для побудови моделі моделювання руху людей з вантажем.
Слід визначити, що при моделюванні руху людей при великій вимірності задач, що виникають на практиці, відсутня необхідність в моделюванні обмежень з точністю, що потрібна при розв’язанні задач розміщення геометричних об’єктів. Тому для задач моделювання руху людей в роботі додатково пропонується використовувати деякі апроксимуючі процедури. Як приклад, в даній статті наведемо наближений спосіб побудови умов неперетинання еліпса та прямокутника з урахуванням максимально-припустимих відстаней (3), (4). Слід відзначити, що функції (2)–(4) забезпечують тільки виконання обмежень на максимально припустимі відстані між парою об’єктів. Для виконання умов не перетинання ці умови доповнюються наближеними умовами неперетину об’єктів (5).
Розроблений математичний апарат є обґрунтованою основою для побудови математичної моделі максимального переміщення людей з вантажем на кожному вибраному часовому інтервалі, вирази (6)–(11). Досліджені властивості моделі, основні з яких: задача умовної оптимізації (6)–(11) є NP-складною задачею нелінійного програмування. Область допустимих розв’язків задачі (8)–(11) має складну структуру: це, взагалі кажучи, незв’язна множина, кожна компонента зв'язності якої є багатозв’язною. Властивості моделі дозволили модифікувати алгоритм моделювання руху людей, що рухаються з вантажем, який є основою програмного забезпечення для моделювання їх руху. 
Адекватність математичної моделі індивідуально-потокового руху людей, що представляються у вигляді еліпсів, показана в роботі [13]. Відхилення результатів комп’ютерного моделювання [13] від експериментальних даних [19] не перевищувала 5 %. Модель, що розглядається в даній роботі, розглядає додаткові обмеження на рух людей з вантажем, що не можуть віддалятися від людини (еліпса) на максимальну-допустиму відстань.
Для аналітичного опису цих обмежень, отримав розвиток апарат phi-функцій, зокрема квазі-phi-функцій, який показав свою ефективність та адекватність при рішенні багато чисельних прикладних оптимізаційних задач розміщення тривимірних тіл та двовимірних об’єктів (розкрою, упаковки та покриття) [3–17]. 
Досліджено вплив розміорів вантажа на час евакуаії. Розглядався приклад моделювання руху для 128 осіб. Середній час евакуаціі без вантажу близько півтора хвилин (98.253 секунди) для десяти запусків програми. Виявилося, що наявність вантажу: “рюкзаків” при ширині близько 40 см і “валіз” при ширині близько 50 см не зробили істотного впливу на швидкість евакуації (уповільнення менше 2 %). При наявності "сумок на коліщатках" у половини евакуйованих спостерігалось уповільнення близько 6 %, а при рівномірному розподілу трьох видів вантажу – близько 4 %. Таким чином, комп’ютерне моделювання руху людей з вантажем показало, що найбільший вплив на час евакуації надають переміщення в "вузьких місцях" "сумки на колесах" як через розміри, більші ніж у ручної поклажі, так і за умови врахування великої додаткової площі між людиною та сумкою.
В роботі розглядаються обмеження на кількість компонентів об’єктів переміщення, між якими зберігаються максимально-допустимі відстані (розглядається тільки два об’єкта: еліпс та прямокутник), що не є принциповим. Тому у якості подальших досліджень можуть розглядатися задачі моделювання руху людей, які можуть описуватися складними об’єктами з більшим числом компонент і які утворюють групи з урахуванням заданих максимально-допустимих відстанями між їх членами. 
У якості подальших практичних застосувань, можно розглядати евакуацію людей з додатковими засобами переміщень з лікарень, будинків для пристарілих людей, переміщення роботів, тощо.

7. Висновки
1. Побудувана математична модель тіла людини з вантажем. Модель представляє собою об’єднання еліпса та прямокутника. Еліпс представляє собою апроксимацію тіла людини, адекватність такого подання для задач моделювання руху людей показана, як в попередніх роботах авторів, так і в експериментальних роботах інших дослідників. Вантаж представляється прямокутником. Форма вантажу не є принциповою для дослідження, математичний апарат опису умов не перетинання дозволяє розглядати об’єкти більш складної форми. В роботі отримані аналітичні вирази для пари об‘єктів (еліпса та прямокутника) з урахуванням максимально-допустимих відстаней між ними. Запропонований математичний апарат дозволяє розширити коло практичних задач, що розв’язується, як в класі задач евакуації, так і в теорії геометричного моделювання. З’явилася можливість моделювати переміщення людей з вантажем з максимально-допустимою відстанню між ними, (наприклад, рятувальником і засобами порятунку), так і без неї, людей з допоміжними засобами переміщення та з урахуванням їх розподілу по групам, тощо.
2. Побудувана математична модель руху людей з вантажем згідно заданим обмеженням. У якості обмежень виступають отримані аналітичні вирази для умов не перетинання об’єктів та коефіцієнти стабільності швидкості та маневреності. Швидкість руху визначається, як правило, в залежності від щільності потоку, яка отримується експериментально. Слід відзначити, що швидкість руху та маневреність корегується коефіцієнтами стабільності швидкості та маневреності. Ці коефіцієнти дозволяють враховувати індивідуальні можливості кожної людини на відміну від середньостатистичних даних. Перелічені обмеження формують область допустимих розв’язків задачі. Область допустимих розв’язків має складну структуру: це, взагалі кажучи, незв’язна множина, кожна компонента зв'язності якої є багатозв’язною, а задача відноситься до NP-складних задач нелінійного програмування.
3. Згідно властивостей математичної моделі модифіковано алгоритм моделювання руху потоку людей. Модифікація полягає у створенні нових алгоритмів не перетинання еліпса та прямокутника з урахуванням максимально-допустимих відстаней. На базі цих алгоритмів створено споіб послідовного переміщення людей з врахуванням коефіцієнтів стабільності швидкості та маневреності, що враховують індивідуальні характеристики людей. Адекватніть моделі показана шляхом порівняння результатів комп’ютерного моделювання переміщення еліпсів з експериментальними даними, які на теперішній час є в літературі (відхилення не перевищує 5 %). Для об’єктів, що розглянуто в роботі ефективність та адекватність математичного апарату взаємодії об’єктів доведена багато чисельними публікаціями по геометричному проектуванню, до якого відноситься, задача моделювання руху людей.
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